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CONTRIBUTION A UNE ETUDE STATISTIQUE 
THEORIQUE DES CHAMPS THERMIQUES TURBULENTS 

AUX FAIBLES NOMBRES DE PECLET 

J.-P. MAYE 

Laboratoire* d’Etudes Aerodynamiques et Thermiques, Section Dynamique des Fluides, 
Universite de Poitiers, France 

(Rep le 20 Juin 1974) 

Rbmtk-On propose un mod&e statistique de calcul des champs thermiques turbulents li propribtks 
physiques constantes utilisant les equations spectrales des correlations vitesse-temperature en plwieurs 
points; la fermeture du systemme est rkdisb par troncature simple d’ordre n. 

Ce modele theotique est test6 num~~quement, avec n = 2, pour calculer le champ thermique turbulent 
etabli entre deux plans paralleles infinis char&es a densite de flux thermique constante; les rksultats 

obtenus montrent que la vahdite du modtle est limit&e aux faibles nombres de P&let. 

NOMENCLATURE 

Grandeurs dimensionnek 

~ordonn~~ cartt’zsiennes (i = 1,2,3) du 
point P; 
coordon&es cartkiiennes du point Pm; 
module de la vitesse; 
vitesse de frottement; 
composante de la vitesse moyenne; 
fluctuation de vitesse; 
temperature moyenne; 
~uctuation de temperature; 
tempkrature de paroi; 
temperature de frottement; 
demi-distance entre les parois du tunnel; 
distance entre les points P(xi) et 
pO(x!JJ) ’ 

nomdre’d’onde associe ?I rm. 

densite de flux thermique de’paroi; 
debit masse par unite de largeur du tunnel; 
chaleur spkcifique a pression constante; 
diffusivitt thermique; 
temps. 

Grandeurs adimensionnelles 

Y? distance du point P a la paroi 0, = Q/H); 
8, temperature [S = (T,- T)/T,I; 
Pet, nombre de P&let deflni avec 

U,(Pe, = u, H/a). 

Symboles gknntraux 
k, indice de sommation; 
wcI), ffuctuation W(W = L1; ou t) considCrQ au 

point PO; 

-7 correlation; 
< >, spectre. 

*Associt au C.N.R.S. No. 191, 40, avenue du Recteur 
Pineau, 86022 Poitiers, France. 

1. INTRODUCTION 

L’IDBE d’appliquer les methodes statistiques a l’ktude 
de la turbulence n’est pas nouvelle. Chou [l] propose 
dejja, en 1945, de rechercher les solutions des probkes 
turbulents dans le systkme des equations carackisant 
le mouvement moyen et les correlations. Cette voie 
se heurte cependant, dans le cas general, a de multiples 
difficultes concernant notamment la formation d’tqua- 
tions differentielles pour les correlations, le choix dune 
hypothese de fermeture pour le modele ma~~matique 
obtenu et enI% la r~olution pratique de ce demier. 

Pour ces differentes raisons, le domaine ~app~~tion 
le plus fecond pour ces mtthodes statistiques, s’est 
finaiement limit& jusqu’a present, aux etudes struo 
turales d’ecoulements tres particuliers (isotropes, 
homogknes, ii gradients constants, etc.). Trts peu 
d’auteurs ont abordt les probltmes plus complexes 
lib aux ecoulements de cisaillement generaux; parmi 
ceux-ci on &era cependant Kolovandin et Valutin [2] 
et Cowan 133 qui ont ~ce~ent propose des mod&s 
statistiques pour turbulence non homogkne. 

La presente etude constitue un prolongement des 
travaux pr6&emment mention&s dam la mesure 06 
elle considtre le probleme dynamique deja resolu et 
done independant du problkme thermique, cc qui 
suppose un transfert de chaieur peu Clevt. En fait, la 
methode thkorique proposee ici s’apparente plus 
particu~~rem~t a celle de Cowan par Ie choix 
identique de I’hypothese de fermeture et I’utiIisation 
systematique de la transformation de Fourier. Cette 
methode, bien qu’apparemment moins Claborke que 
celle proposke par Kolovandin et Valutin, a le merite 
de pouvoir &re testee numCriquement et relativement 
facilement sur des ecoulements de cisaillement simples, 
ce qui ne semble pas itre vrai pour la precedente et en 
limite done I’inter& darts ~i~~iat. 
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2. CONSTRUCTION DU MODELE ~EORIQUE 

Pour un Ccoulement turbulent incompressible, B 
proprittb physiques constantes et sans dissipation, les 
Cquations locales traduisant l’kquilibre thermique des 
mouvements moyen et fluctuant s’krivent respective- 
ment : 

Le champ dynamique &ant suppost dttermink, par 
exemple au moyen du modtle thkorique propok par 
Cowan [2], les dquations (1) et (2) contiennent encore, 
dans le cas g&&al, les 4 inconnues 

T, u,t, u,t, q. 

La dkrnarche thkorique devant conduire g la dtter- 
mination du champ thermique turbulent, va consister, 
en premier lieu, ti construire un systkme d’kquations 
diffkrentielles pour les corrklations vitesse-tem$rature 
inconnues. 

Selon une technique dkja bien CprouvCe (cf. [l], [3], 
[4], [SJ, etc.), on forme aIors, B partir de Q), une 
kquation g&&ale pour les corrkiations spatiales 
d’ordre (n-k 1) en (n+ 1) points: cette kquation s’krit 
iCi: 

W(l)WW at dT 
. . . w(“)- + _ Uk wWw(z), , . $3 

az ax, 

+ u, $- (w(‘)w(2) . . . wf”)t) + k (Uk w(1)w(2). . . W”‘t) 
k -k 

x (wwwGl . . WC”+) (3) 

oii chaque w(j) repkente l’une quelconque des fluctua- 
tions instantankes ul, u2, uj oi t considkrte en un point 
p”)(x?)distinct du point P(xi) auquel correspondent (1) 
et (2). 

On appliqueau premier terme de (3) ~approximation 
de Taylor [6] sous la forme: 

$= iJ& 
1 

Cette hypothtse, initialement introduite pour les 
tcoulements homog&nes oti elle se trouve alors 
gCnCralement bien vtrifike (cf. [7], p, 102), n’a toutefois 
qu’une valeur appro~mative pour les tcoulements de 
cis~~l~ment plus gkkraux; Lin [8] a ainsi itabli, cim~ 

le cas bidimensionnel, que sa validitt &it like k la 
condition 

Une meilleure approximation consisterait certaine- 
ment B remplacer dans (4), U, par la dkritC C des 
~uctuations de tempkrature dans la direction x1, celie-ci 

*Ce terme &ant nul si (3) ne fait intervenir que les 
corrClations spatiales en 2 points. 

MAYF 

traduisant beaucoup mieux la notion de transport des 
tourbillons par le mouvement moyen. Les com- 
paraisons quantitatives Ctablies par Favre, Dumas et 
Verollet [9] permettent cependant de penser que 
l’application de l’hypothbe de Taylor sous la forme 
(4) au seul premier terme de (3), tout en ne con- 
stituant qu’une premike approximation, ne reprkiente 
certainement aussi qu’une faible limitation pour la 
mkthode th~orique proposie. 

Pour se placer dans les meilleures conditions 
d’application de cette hypothbse, on supposera cepen- 
dant, dans ce qui suit, que I’kcoulement posskde une 
direction privilkgite bien marquCe (voisine de x,), une 
structure tourbillonnaire assez fine et une intensitk de 
turbulence mod&Se. 

Dans ces conditions, on kcrit (3) sous la forme: 

~(w(1)W(2)...w’ni~)-~(~~~+ ul;) 
k k 1 

x (WwW(2) . _ W(“)t) =; T Uk w(l)w(2) a 
ihk 

Wk) + - 
“’ dx, 

x (Uk w(1)w(2). . . W(9) + (*)w(‘)w(2). . WC”) 

x g-m. (5) 
’ k 

Afin de faire apparaitre les distances relatives entre 
les (n + 1) points P(Xi), P”‘(Xi”), Pf2’(Xj2’), . . . ,P(“)(Xp)) 

consid&&, on introduit un nouveau systkme de 
coordonnkes (x, r(l), r(‘) , . . . , r(“)) pour remplacer I’ancien 
(x,x Cl), x(z) , . . . , xc”)) avec la correspondance: 

p(i) 

On a suppoi ici que les (n + 1) points P, P(l), . . . , P”) 
sont align& sur la m&me direction x, (G( = 1,2 ou 3), ce 
qui n’altkre pas lavaliditt de la mtthode thkorique dam 
la mesure oli l’introduction des corrklations spatiales 
ne constitue qu’un artifice momentant de calcul. Ce 
choix conditionne cependant la mise en oeuvre pratique 
de la m&hode, ce qui limite cette dernibre aux koule- 
ments posskdant au moins une direction privil@i~e 
(conduite, jet, couche limite, etc.); ce type de Iimitation 
rejoint ainsi ceux d&j& mis en tvidence dans le 9 
prkkdent. 



Turbulents aux fa.ibles nombres de Ptclet 929 

D’aprks (5), la cor&pondance en&e les d&iv&s 
partielles du premier ordre exprin&s dans les syst&mes 
de coordonn&s ancien ( )1 et nouveau ( )2 se traduit, 
pour une corr6lation spatiale (en n + 1) points, par: 

L%quation diff~ren~elle (5) s&it sans difficult& dans 
ie nouveau syst&me de coordonn&es d&i par (6), en 
appliquant (7); cette dernikre transformation ne con- 
cerne kvidemment pas les facteurs 

On applique A la nouvelfe tquation diff&entielle 
ainsi obtenue une tr~sfo~ation de Fourier 8 n 
d~~ions d&nie part : 

+cO 

J J 
+CO 

(ww(Q . ..w(“‘) = ..I ww(l’ . . . w(n) 
-m -co 

x exp . [ - i(tf’W + ff*)r(*) + . . . + qW@)] 

x dr(‘)dr(*) . . . dr(“) (8) 

avec la formule d’inversion 

X exp . [i(f )r(') + $V*) + . . . + +W)] 

x drj”‘dt+*’ . . . d$“’ (9) 

de laquelle on dkduit en particulier, pour r(“) = 0, 

X exp. [i($W)+ qWZ)+ . , . +q@- *)r(n-it)] 

x d@‘dtf*’ . . . dq’“‘. (10) 

D’apr& les prop&& de dCrivation bien connues 
de cette transformation, l’kquivalence entre op&ateurs 
d&finis par (7) se traduit dans l’espace de Fourier par: 

soit kgalement, en utilisant l’indice de sommation k, 

L’bquation d&We de (5) par application de la 
transformation de Fourier s’Ccrit finalement, en notant 

t Les w* intervenant dans la notation spectraie n’ont 
bvidement qu’un rGle ~id~tifi~tion sans signification 
physique propre. 

symboliquement e, = w(~)w(*). . . w(n), 

avec 

x (%snt)+(‘)on)~m . 
k 1 

Dans le cas g&n&al, (13) est done une tquation aux 
d&i&es partielles du second ordre pour l’inconnue 
(e, t) d%mie comme un spectre B n dimensions. Cette 
Cquation est couplee avec (1) par l’intermtiiaire des 
facteurs 

et avec les equations spectrales ?J (n - 1) dimensions 
par des indgrations du type (10); de plus, la pr&ence du 
spectre &@,t> dans le second membre n&ssite 
~in~~u~on d’une hypothtse de fermeture. 

Pour cette demiBre, le choix de Cowan [3) pour une 
troncature simple B l’ordre n (corrtlations d’ordre 
(n + 1) r&gligt?es) a l?nalement CtC retenu de p&f&ence B 
l’hypothtse quasi-normale de Millionschikov [lo] 
kgalement utilisee par Kolovandin et Valutin [2]. Ce 
choix r&ulte essentiellement de la meilleure indgra- 
tion pratique de cette hypoth&se dans Equation (13) 
qui est quasi-Ii&ire et garde la m&me forme quel que 
soit l’ordre de troncature retenu. D’un point de vue 
physique, il semble que les deux types de fermeture 
p&&dents soient Cgalement susceptibles de conduire B 
des incompatibilitbs, tnergie ntgative par exemple [ 111, 
ce qui ne contribue pas, actuellement, ri mettre en 
6vidence la sup&ioritd: de l’une par rapport i l’autre. 

La valeur numCrique de l’ordre n de troncature reste 
cependant A p&c&r en fonction du type ~~coulement 
considS et du degr6 d’approximation d&irk. Dans 
l’ttat actuel des connaissances sur les champs de 
cisaillement fluctuants, ce point reste cependant assez 
obscur et ne pourra &re discutk utilement que sur la 
base d’investigations exp&imentales plus approfondies. 

Conditions aux limits3 

La conclusion pr&&iente s’applique kgalement au 
choix des conditions aux limites v&if%es par les 
Cquations aux dCrivQs partielles du second ordre (13). 
Ces conditions doivent en effet &re Ctablies dans 
l’espace de Fourier, ce qui rend actuellement leur 
tvaluation t&s difficile, mime dans les cas d’&oule- 
ments B configurations gf5om&riques particuli&ement 
simples (cf. $3.2). 

* Ce terme i-ant nul pour a # 1, d’aprb (11). 
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3. APPLICATION A UN ECOULEMENT 
THERMIQUEMENT ETABLI ENTRE DEUX PLANS 

PARALLELES INFINIS CHAUFFES A DENSITE DE FLUX 
THERMIQUE CONSTANTE 

ou la correlation adimensionnelle uzt+ verifie, compte 
tenu de (17), le systeme (19). 

~(u~1’t)+-2i~~(u:L)t~+-~2(u~1)t)+ 
3.1. Equations du modile pour une troncature du ler 
ordre 

On s’est limitt, dans cette application numerique, a 
une approximation du ler ordre (correlations triples 
negligees) par suite du manque total d’informations sur 
les correlations spatiales triples de vitesse; pour les 
correlations doubles, on a utilise les resultats experi- 
mentaux de Comte-Bellot [12] qui sont apparus plus 
complets et credibles que ceux obtenus theoriquement 
par Cowan [3] avec une approximation limitee au ler 
ordre. 

Pour le type d’ecoulement Ctudie ici, les equations 
(1) et (13) se rkduisent, avec l’hypothbe de fermeture 
adoptbe et pour CI = 2, a: 

Ug=aC$-&m (14) 
’ 1 2 2 

~(uV’r)-Z~~~(u~l’t)-12(u~)t) 
2 2 

1 aT 
=; 

[ 
ax,(u,uI”> + g&9 1 . (15) 

2 

Les equations (14) et (15) dtfinies respectivement 
dans l’espace physique reel et celui de Fourier sont 
couples par l’intermediaire de (16) 

iq = & 
s 
; m (t&t> dq”‘. (16) 

CD 

Le systeme constitue par les equations (14)-(16) 
constitue le modele statistique du premier ordre qui 
permet de calculer theoriquement les proflls de 
G&z) et T(xz) connaissant les champs dynamiques 
moyen et fluctuant. 

Avant de passer a la resolution numerique de ce 
systeme, on remarquera que l’ecoulement considere 
verifie en tout point (sauf au voisinage du centre du 
tunnel, pour la seconde relation): 

faT 2a 

La premiere relation de (17) resulte des conditions 
aux limites thermiques et la seconde de la nature 
cisaillee de l’ecoulement considere. On notera tgale- 
ment que le terme convectif dG a l’introduction de 
l’hypothbe de Taylor, n’apparait plus dans (15), par 
suite, d’une part, du choix de l’indice E = 2, d’autre 
part, de l’hypothese d’une densite de flux thermique de 
paroi constante. 

$(z,f~) = -PeIo(u2u$1))+ exp.(-iqz) 
8Y 

z Ctant une variable d’integration. 

4. RESULTATS NUMERIQUES 

Finalement, une double integration de (14) avec 
verification des conditions limites sur les parois conduit 
a l’expression (18) de la temperature reduite 0 

W=P+- jj;$4dY- j)GX_t9dy] (18) surlesFigs.1et2, 

Le modele statistique ainsi defini par les equations 
(18) a (21) a ete programme sur IBM 1800 en utilisant, 
pour les donnees dynamiques, les resultats expkri- 
mentaux de Comte Bellot [ 121 concernant les vitesses 
moyennes et les correlations spatiales doubles uzuy)(_~) 
mesurees dam un tunnel bidimensionnel. 

Les profils theoriques obtenus pour u2t+b) et 
0(Y) en fonction du nombre de P&let sont indiques 

3.2. Conditions aux limites 

L’equation differentielle (19) &ant du second ordre 
necessite pour sa resolution deux types de conditions 
limites, qui, d’apres la gtometrie de l’ecoulement, con- 
cement les valeurs prises par (u’,“t)+ sur la paroi 
(Y = 0) et au centre du tunnel (_y = 1). 

Malheureusement, il n’existe pas actuellement de 
resultats theoriques ou experimentaux permettant de 
fixer rigoureusement ces conditions. On sait seulement, 
pour des raisons Cvidentes (nullite de uz a la paroi et 
symetrie de iQ par rapport a Y au centre du tunnel), 
que: 

I;;i = 0 pour 
1 

y=o 

y= 1. 

A defaut d’information plus completes, on admettra, 
ainsi que Cowan l’a fait pour u,&‘, que la correla- 
tion spatiale *(et le spectre resultant (u$%>) est 
egalement identiquement nulle pour y = 0 et y = 1. 

Cette hypothbe se justifie parfaitement pour y = 0, 
meme si les fluctuations t ne sont pas exactement 
nulles a la paroi. Pour y = 1, la justification physique - 
est moins tvidente, bien que la nullite de u2t 
et le niveau peu ClevC des intensites de turbulence 
pour uz et t permette de penser que le maximum de la 
correlation spatiale $I? reste faible au voisinage du 
centre du tunnel. 

3.2. Solutions explicites 

Avec les conditions aux limites definies pre- 
cedemment, on montre aisement que la solution 
g&kale de l’equation differentielle du second ordre (19) 
S’CCri t : 

(lpt) = 

[S 

PWti(w)dw ’ (1 -G&,~~dz 

0 s 0 1 x exp. (iqz) (20) 
apres avoir note: 

(21) 



Turbulents aux faibles nombres de P&let 931 

FIG. 1. Profils thkoriques G+(y). 
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FIG. 2. Profils thiroriques B(y). 

La convergence numerique de la methode iterative 
utilisee s’est rev&e pratiquement impossible au deli 

de Pe, m 50. Cette limitation resulte essentiellement de 
l’intervention, dans (20), du gradient de temperature 
CM/@ estime a partir de (18). L’efficacitC de cette 
technique iterative est en fait subordonnee a la condi- 
tion que ladensite de flux thermique moleculaire ne soit 
pas negligeable devant son equivalent turbulent; cette 
condition se traduit physiquement par la ntcessite 
d’avoir un Ccoulement tr6s faiblement turbulent ou un 
fluide trks conducteur, c’est a dire dans tous les cas un 
faible nombre de P&let. 

5. CONCLUSION 

Le modele theorique developpe dans cet article 
repose essentiellement sur deux hypotheses simplifi- 
catrices: celle de Taylor, pennettant de relier l’histoire 
temporelle du champ thermique a son evolution 
spatiale et celle de troncature a l’ordre n permettant de 
lever la sous-determination du systkne des Equations 
aux correlations spatiales vitesse-temperature. 

Les limitations du modele statistique propose sont 
done likes a ces dew hypotheses mais aussi et 
surtout, comme I’a montrk la mise en oeuvre numkique, 
a l’utilisation de (18) comme equation complementaire, 
ce qm restreint la validiti du modele aux faibles 
nombres de P&let. 

En contre partie de ces limitations, la relative 
simplicite de ce modele statistique a permis de mettre 
clairement en evidence la dkpendance uniquement 
implicite entre flux de chaleur turbulent et gradient 
local de temperature moyenne. L’application nume- 
rique de LX. modtle a un probltme pratique a Cgalement 
permis de mieux situer les dithcultes d’utilisation des 
methodes statistiques en turbulence non-homogene et 
confirme le role fondamental de l’investigation expkri- 
mentale pour les progrks futurs de ces dernieres. 
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CONTRIBUTION TO A THEORETICAL STATISTICAL STUDY OF TURBULENT 
THERMAL FIELDS WITH WEAK PECLET NUMBERS 

Abstract-A statistical model for ~lculating turbulent thermal fields with constant physical properties is 
proposed; this model uses spectral equations for correlations between velocity and temperature; it is closed 
at order n by neglecting correlations of order (n + If. 

This theoretical model has heen tested n~eri~alIy with n = 2, for calculating the turbulent established 
thermal field between parallel infinite wails heated with a constant heat flux; the numerical resufts show 

that the validity of the model is limited to weak Pkclet numbers. 

EIN BEITRAG ZUR STATISTISCHEN T~~ORETISCHEN UNTERSUCHUNG 
TURBULENTER TEMPERATURFELDER BE1 NIEDRIGEN PECLET-ZAHLEN 

Z~mm~nf~~g-Es wird ein statistisches Mode11 zur Berechnung turbulenter Temperaturfelder mit 
konstanten phys~alischen Eigenschaften vorgeschlagen; dieses Model1 beniitzt S~ktr~l-Gleichungen 
fiir die Be&hung zwischen Geschwindigkeit und Temperatur; die Geschlossenheit des Systems wird bei 
Ordnung n erreicht, unter Vernachlhsigung der Beziehung der Ordnung (n+ 1). 

Dieses theoretische Model1 wurde numerische getestet mit n = 2, urn das ausgebildete turbulente 
Temperaturfeld zwischen parallelen unendlichen Fltichen mit konstantem WlirmefluD zu berechnen; die 
numerischen Ergebnisse zeiged, dai3 die Giiltigkeit des Modells auf niedrige P&let-Zahlen begrenzt ist. 

K ~AT~~~~ECKO~ ‘I’EOPMkl FIOflEti TYP~Y~EHTHbIX IIOTOKOB TEI-IJIA 
I’IPH MAJIbIX YMCJIAX I’IEKJIE 

AimOTa~ -ITpeanoxeireaa cTaTHcTUqecl(an Monmb nnn pacrera Typ6ynerimblx noroxoa Terma 
C uOCTOIlHHblMH (PH~HY~CKIIIMHCBO#CT~MH.B 3109 MOlWlHAJIR KOp~5lulfti CKOpOCTli HTt?Mllepa- 

TypbI IiCllOJIb3yIOTC~ClleKTj.WIbHbIeypaBHeHHSI. OHW38MbIKBrOTC~uyTeMHCKn~~eHHKKOp~RUH# 

nopmKa(n+ 1)8ypaBHeH~~x fins QIyHKunLn-ronoprrplxa.3TaTeopem~ecKarMonenbnpoeepffnacb 
mcsfemso np~ n=2 ~nrr pamera nom Ty~y~e~~~x noToKoB Tenna, ~p~py~~~~ Memy 

IlapWlJIeJIbHbtMK 6eCKOHeYHblMH CTeHRBMK npK qw=COnSt. %ICneKfIMC Pe3yJIbTaTbl UOKa3blBBKIT, 


